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l. Uvod

Ucenje matematike je kumulativno: novi sadrzaj nadograduje se na prethodno znanje. Ako nedostaju temeljne
ideje i koncepti, u€enicima postaje sve teZe izgraditi smisleno razumijevanje tema koje se na njih nadovezuju.
Rezultati medunarodnih i nacionalnih istrazivanja pokazuju da znacajan udio ucenika ne zadovoljava minimalne
standarde iz matematike. Za svakodnevno poducavanje to znaci sljedecée: potrebne su rane, prakticne procedure
kako bi se ucenicki status ucinio vidljivim i organizirala pravovremena podrska. U tu je svrhu osmisljen EU projekt
“Diagnostic Tool in Mathematics (DiToM)”. U partnerstvu timova iz Italije, Francuske, Svedske, Hrvatske, Gréke,
Spanjolske i Njemacke, razvijeno je pet medusobno povezanih probirnih testova, kako bi se nastavnicima
omogucdio kompaktan pregled znanja njihovog razrednog odjela u tockama odgojno-obrazovnih prijelaza. Probirni
testovi slijede dvogodisnji ritam:

1. Prijelaz: predskola - pocetak osnovne Skole

2. Zavrsetak drugog razreda / pocetak treceg razreda

3. ZavrSetak Cetvrtog razreda/ pocetak petog razreda (prijelaz: razredna nastava - predmetna nastava)
4. Zavrsetak Sestog razreda / pocetak sedmog razreda

5. Prijelaz: : osnovna skola = srednja skola

Sto je probirni test?

Probirni test je kratko grupno vrednovanje koje se moZe istovremeno provoditi s cijelim razrednim odjelom u
okviru jednog nastavnog sata. On pruza inicijalni strukturirani pregled koji su temeljni pojmovi ve¢ usvojeni, a
gdje pojedini ucenici trebaju dodatnu podrsku. Vazno je napomenuti da probirni test ne zamjenjuje individualno,
procesno orijentirano, kvalitativno vrednovanje ucenikova trenutnog stupnja razvoja matematickog misljenja. On
sluzi kao polazna tocka: rezultati se mogu pratiti ciljanim promatranjima, intervjuima i mjerama podrske.

Zasto je ovo korisno?
e Daje brz pregled: koje su temeljne vjestine usvojene, a gdje je korisno provesti dodatna ispitivanja.

e Omogucuje vodenu podrsku: identificira ucenike koji mogu imati problema s minimalnim standardima
osnova matematike kako bi se organizirala rana podrska.

e Donosenje dijagnostickih odluka: rezultati probirnog testa pruzaju jasnu pocetnu orijentaciju koja
ukazuje na to koji ucenici mogu imati koristi od daljnjih dijagnostickih koraka (npr. dublje analize
postupaka rjeSavanja zadataka ili naknadni intervjui).

e Podrska u odgojno-obrazovnim prijelazima: pozornost je usmjerena na klju¢ne vjestine u kriticnim
prijelazima u nastavi matematike.

Zadaci su orijentirani na primjenu u ucionici, administracija zadataka je jasno opisana, a bodovanje je brzo.
Nastavnici dobivaju saZeti pregled razine razrednog odjela, kao i pokazatelje kojim je u¢enicima potrebno posvetiti
dodatnu pazinju u odredenim dijelovima nastavnog sadrzaja. Na temelju toga mogu planirati kratke vremenske
intervale za ponavljanje, diferencijaciju u nastavi ili zadatke za povezivanje sadrzaja.

Ovaj prirucnik je kompaktan vodic o svrsi i uporabi probirnih testova, objasnjava dizajn testova, vrste zadataka i
ciljeve procjene, daje jasne upute za provodenje u ucionici, opisuje bodovanje i interpretaciju rezultata te nudi
prakti¢ne ideje za naknadne postupke i ciljanu podrsku.

Cilj je prakti¢an, pouzdan i jednostavan alat za probirno testiranje koji nastavnicima pruza brzu orijentaciju, rano
skrec¢e paznju na moguce poteskoce i konkretno podrzava ucinkovitu pomo¢ kako bi Sto veci broj ucenika usvajao
matematicke sadrzaje sigurno, s razumijevanjem i samopouzdanjem.



1. Sto znadi “kljuéne matematicke vjestine”

Razvoj dijagnostickih testova zahtijeva teorijsku osnovu. Za kratke testove probira za cijeli razredni odjel, to znaci
fokusirati se na one vjestine bez kojih se kasniji sadrzaj ne moZe usvojiti na smislen nacin. Slijedeci klasicni stav
Gagnéa i Briggsa, svaki novi zahtjev u uc¢enju nadovezuje se na minimalnu koli¢inu potrebnih preduvjeta koje
nazivamo klju¢nim matematickim vjestinama. Ako ti preduvjeti nisu ostvareni, uspje$no usvajanje novog sadrzaja
je malo vjerojatno pa je potrebno prikladnim zadacima uspostaviti most sa znanjem koje je ve¢ uspostavljeno. U
matematici, u€enje je prema tome hijerarhijsko i kumulativno.

Konceptualno razumijevanje: kompetencije, koncepti, vjestine i kljuéne vjestine

U okviru projekta razlikujemo kompetencije i vjestine, koje su medusobno ovisne u ucionickoj praksi.
Kompetencije se odnose na promisljenu spremnost za prikladno djelovanje u matematickim situacijama. Koncepti
pritom obuhvacdaju sadrzajno razumijevanje matematickih odnosa. Smislena aktivacija kompetencija ocCituje se
kroz vjestinu, kao uvjezbani postupak od strane ucenika. Klju¢ne vjesStine su one vjestine iji izostanak znatno
ometa ili sprjeCava daljnje ucenje. One predstavljaju nuzni preduvjet za usvajanje sljedeéeg sadrzaja. Fokus
probirnih testova je na aritmetici i algebri, zbog njihove hijerarhijske strukture i znacaja za druga podrucja
matematike (npr. geometriju), Sto je kompatibilno i na nacionalnoj razini i medu zemljama. Navedeno je prikazano
kroz dva primjera kako bi se olaksalo razumijevanje klju¢nih vjestina.

Razredna nastava: izvodenje zbrajanja na strukturirani nacin

Zadatak 25 + 7 zahtijeva viSe od brojanja korak po korak. Snazan osjecaj za operacije pokazuje se kada ucenici
prepoznaju odnose dio—dio—cjelina (npr. 25 i 7 kao dijelove cjeline), fleksibilno razlazu brojeve (npr. 7 =5+ 2) i
nadograduju na sljede¢u deseticu (npr. 25 + 5 = 30; zatim +2 = 32). Ovdje koncepti (mjesna vrijednost, jednakost),
kompetencije (fleksibilno racunanje, opravdana procedura) i rezultirajuéa vjestina (strukturirano zbrajanje)
djeluju zajedno. Ako ova kljucna vjestina izostaje, sljedeca "razina", primje na vedi raspon brojeva ili u€inkovitije
strategije, ostaje tesko dostupna.

Predmetna nastava: prosirivanje skupova brojeva

Razvijen osjecaj za racunske operacije s prirodnim brojevima (dekompozicija, inverzne operacije, mjesna
vrijednost i veza s brojevnim pravcem) pretpostavka je za prijenos postupaka na brojeve zapisane u decimalnom
obliku i razlomke (npr. zbrajanje/oduzimanje, zaokruZivanje, procjena) kako bi se prevladale epistemoloske
prepreke u ucenju matematickih pojmova (Brousseau, 1997). Praznine u ovim klju¢nim vjeStinama ¢esto vode do
izvodenja postupaka bez razumijevanja, Sto otezava pristup algebarskim izrazima, jednadzbama i funkcijskim
odnosima. Ovo ilustrira prediktivnu ulogu klju¢nih vjestina iz aritmetike za podrucje algebre.

Razumijevanje kljuénih vjestina uklju€eno je u probirne testove tako da:
e se prikaZzu neophodni preduvjeti za sljedeci korak u ucenju, i
e bude blisko sadrzaju te stoga uocljivo kroz kratke zadatke, i

e omoguci nastavnicima prvu strukturiranu orijentaciju koji bi ucenici mogli zahtijevati daljnje
dijagnosticke korake i kamo se podrska moze usmjeriti. Cilj nije oznacavanje ucenika, vec rano otkrivanje
nedostajucih klju¢nih preduvjeta, kako bi se daljnje u¢enje moglo nastaviti na stabilnoj osnovi

Po nasem shvacanju, svako podrucje matematike sadrzi klju¢ne vjestine koje mogu postati kriticne u razli¢itim
trenucima tijekom obrazovnog napretka, ukljuCujuéi kraj pojedine teme kada je potrebna sposobnost
omogucavanje daljnjeg ucenja. Razvijanje klju¢nih vjestina stoga se nastavlja kroz sve razrede; rano
prepoznavanje nedostajucih preduvjeta ostaje klju¢no kako bi ucenici mogli nastaviti usvajati nove sadrzaje s
razumijevanjem.



lll. Struktura probirnih testova 6+ i 8+

Struktura testa u DiToM-u temelji se na podrucjima aritmetike i algebre. Uzeta je u obzir hijerarhijska struktura
ovih sadrzajnih podrucja. Izrada testa bila je usmjerena na podrucje usvajanja i prosirenja skupova brojeva u
smislu racunanja, u onoj mjeri u kojoj se racunske procedure provode nealgoritamski i algoritamski na temelju
osnovnog razumijevanja. Dijagram prikazuje strukturu testa u ovom sadrzajnom podrucju za 6. i viSe razrede (6+)
te za 8. i viSe razrede (8+).

Probirni test 6+ temelji se na osnovama iz testa 4+, koje se fokusiraju na prirodne brojeve te je ovo podrucje sada
viSe diferencirano. Ako ucenici imaju znacajne poteskoce u podrucju prirodnih brojeva u 6+, preporucuje se
koristiti test za 4+.

o Raumijevan)e rafunskih
E operacija:
¥  mnoZenje i dijeljenje (6)
]
% Razumijevanje racunskih
Razumijevanje racunskih .o  operacija:
operacija: &  zbrajanje i oduzimanje 6)
Rafunanje vrijednosti thrajanje i oduzimanije (&)
jednostavnin izraza (6) Uspored vanje (6)
Usporedivanje (6)
Razumijevanje rafunskih Skracivanje/prodirivanje (6] Razumijevanje racunskih
operacija: (pradireno) Razumijevanje operatija;
mnoenje i dijeljenje (B6) mjesne vrijednosti (B) Identifikacija i realizacija (6,8) algebarski znakovi (8)
Prirodni brojev Racionalnl brojevi u Racionalni brojevi zapisani Cijeli brojevi
decimalnom zapisu kao razlomci

U podrucju algebre ili predalgebre, strukturirano razumijevanje jednostavnih matemati¢kih struktura u
primjenama u matematici i izvan nje vrednuje se uz koncepte proporcionalnosti i linearnosti. Isto tako, vrednuje
se u podrucju algebraskih izraza, u razli¢itim smjerovima osnovne primjene u raznim situacijama, kao i za
razumijevanje izraza, u onoj mjeri u kojoj je to dio osnovnog razumijevanja.

Osnovno racunanje
postotaka (8)

Dio cjeline — prepoznavanje
postotaka (8)

Jednostavno modeliranje s

Jednostavno modeliranje s .
algebarskim izrazima i

proporcionalnim veli¢inama Jednostavno modeliranje

(6, 8) linearnom ovisnos¢u (8) jednadzbama (8)
Prepoznavanje jednostavnih Prepoznavanije linearne Ra(:unanjf-: s J:edngstaynim
proporcionalnih veli¢ina (8) ovisnosti (8) algebarskim izrazima i

jednadzbama
Prepoznavanje uzorka (6) (8)

Proporcionalnost —_— Linearnost Algebarski izrazi



IV. Implementacija DiToM testa
- Objasnite svrhu testa uc¢enicima i umirite ih

e Test se ne ocjenjuje.

e Testim omogucava da uoce $to znaju, a Sto ne znaju, kako bismo im zatim mogli predloZiti
odgovarajuce zadatke za vjezbanje. Stoga je posebno vazno da test rjeSavaju samostalno.

e Naglasite znacaj dovrSavanja zadataka. Na Sto viSe pitanja odgovore, bit ¢e lakSe utvrditi njihovo
znanje, vjestine i eventualne poteskoce, te im pomoci da ih prevladaju.

e Takoder im mozete reci da je ovo prvi puta da se test koristi i da bi ljudi koji su ga osmislili zeljeli
znati je li prikladan.

- Struktura testa
e Test je podijeljen u tri dijela, od kojih se svaki sastoji od nekoliko zadataka.
e  Svi zadaci se neovisni jedan o drugome.

- Trajanje: Maksimalno trajanje odredeno je za svaki dio testa.

e  Test 6+, maksimalno 45 minuta: 15 za predalgebru (I.dio), 10 za proporcionalnost (Il. dio), 20 za
aritmetiku (lll. dio)

e  Test 8+, maksimalno 40 minuta: 15 za predalgebru, 10 za proporcionalnost, 15 za aritmetiku.

e  Bitno je ucenicima prije testa naznaciti trajanje svakog dijela, te da ¢e nastavnik prekinuti u¢enike koji
nisu zavrsili zbog postenog odnosa prema ostalim ucenicima.

- Oblik zadataka

e  Zadaci otvorenog tipa: postoji prostor za odgovor (u obliku recenice ili brojkom).

e  Zadaci zatvorenog tipa (zadaci viSestrukog izbora): ponudeno je nekoliko odgovora i u¢enik mora
odabrati samo jedan, osim ako zadatkom nije drukcije naznaceno. Recite uc¢enicima da, ako odluce
promijeniti svoj odgovor u zadatku viSestrukog izbora, trebaju napisati “Ne” pored prvog odgovora |
“Da” pored novog.

- Kako rjesavati
e  Kalkulatori nisu dozvoljeni.
e Ucenici mogu koristiti bilo koji dio papira koji je ostao prazan za skicu ili racunanje.

e Ucenici, redom u svakom od tri dijela testa, mogu raditi svojim tempom. U¢&enici koji su zavrsili pojedini
dio testa trebaju pricekati nastavnikove upute prije nego nastave sa sljede¢im dijelom.

- TraZzenje nastavnikove pomoci tijekom testa

e Ako je zatrazena pomoc nastavnika, on ne daje nikakve naznake koje usmjeravaju prema odgovoru na
pitanja. Cilj testa je identificirati poteskoce kod pojedinih ucenika.



V. Prikaz zadataka

Zadatak 1.1: Mnozenje i dijeljenje

Kljucna vjestina koja se provjerava ovim zadatkom

Cilj zadatka je ispitati razumijevanje odnosa |0dredi brojeve koji nedostaju.
izmedu mnoZenja i dijeljenja. Kroz cetiri
podzadatka od ucenika se trazi da odrede

nedostajudi broj u zadatku koji ukljucuje ili a) 3-___=126 c) 54: _=6
mnozenje ili dijeljenje, kao Sto je
nadopunjavanje izraza “3 - ___ = 126" ili
“172 =4 - ___”. Za ispravno rjeSavanje ovih b) 172=4. d ___:3=27

zadataka ucenici moraju prepoznati ulogu
poznatih i nepoznatih brojeva te se fleksibilno kretati medu operacijama. Trebaju interpretirati jednadzbe ne
samo kao poticaj za racunanje, vec i kao relacije izmedu dijela i cijelog u kojima je jedna vrijednost dobivena kao
rezultat mnoZenja ili dijeljenja drugih dviju i prepoznati znak jednakosti kao relaciju ekvivalencije. Ova operativna
fleksibilnost obiljeZje je dubljeg razumijevanja aritmetike i klju¢na je za pristup naprednijem matematickom
sadrzaju.

Zasto je ova vjestina kljucna?

Prepoznavanje i te¢no rukovanje odnosom izmedu mnozenja i dijeljenja klju¢na je vjestina za buduce usvajanje
matematickih sadrZaja. Razumijevanje tog odnosa Cini temelj za rad s omjerima, proporcijama, algebarskim
izrazima i funkcijama. Prema DiToM teorijskom okviru, takve se vjestine klasificiraju kao klju¢ne matematicke
vjestine jer njihov izostanak moze otezati ili ¢ak u potpunosti onemoguciti daljnji napredak u ucenju. Ucenici koji
mogu interpretirati jednadZbu na razini strukture — razumijevajuéi, na primjer, da “3 - ___ =126" povlaci “126 :
3” — pokazuju vise od proceduralnog pamcenja: oni rasuduju matemati¢ki. Rano razvijanje ove sposobnosti
osigurava da ¢e ucenici biti spremniji za baratanje simbolickim prikazima i rjeSavanje problema u vise koraka u
kasnijim razredima.

Koje vrste pogresaka i drugih upozoravajucih znakova se mogu ocekivati u rjesenjima ovog zadatka?

Ucenici koji jo$ nisu usvojili odnos izmedu mnozZenja i dijeljenja Cesto pokazuju uobi¢ajene miskoncepcije.
Uobicajena pogreska je tumacenje svih jednadzbi kao da je za njihovo rjesavanje potrebno mnozenje, ¢ak i kad je
potrebna obrnuta operacija. Na primjer, kada naidu na ,172 =4 - ___“ ucenici mogu pogresno izracunati , 172 -
4" umjesto da podijele. Drugi mogu nagadati na temelju mehanickog prisje¢anja Cinjenica, bez razmatranja
strukture jednadzbe. PogreSno razumijevanje znaka jednakosti — kao poticaja za racunanje, a ne kao simbola
ekvivalencije — takoder moZe dovesti do proceduralno ispravnih, ali neto¢nih odgovora. U nekim slucajevima,
ucenici pokusavaju koristiti sloZzene pisane metode (poput dugog dijeljenja, npr. 126=120+6=3-40 + 3-2 ili
126:3=40+2=42), tamo gdje bi stratesko razumijevanje odnosa brojeva bilo primjerenije. Ova ponasanja mogu
ukazivati na nedostatak svjesnosti o strukturi, kao i ograni¢enu konceptualnu fluentnost.

Koja vrsta podrske se moze pruziti u¢enicima koja imaju teSkoce pri rjeSavanju ovog zadatka?

Vazno je direktno povezati medusobno ovisne numericke ¢injenice (npr. ,,6 - 4 = 24", ,24 : 4 =6" 1,24 : 6 = 4")
kako bi se istaknula reverzibilnost operacija. Poticanje ucenika da verbaliziraju svoje razmisljanje, na primjer
postavljanjem pitanja , Koji broj kada se pomnoZi s 4 daje 172?“, pomaze u usvajanju sadrzaja. Na kraju, trebalo
bi prilikom uvjezbavanja mijenjati poloZaj nepoznanice (na pocetku, u sredini ili na kraju jednadzbe) kako bi se
produbilo fleksibilno razumijevanje strukture jednadzbe. Kako bi se podrzali ucenici koji se muce s ovim pojmom,
korisno je raditi s vizualnim prikazima poput nizova, pravokutnih modela ili dijagrama grupiranja koji Cine
vidljivima strukture pri mnoZenju (Polotskaia & Savard, 2021). Ovi modeli omogucuju ucenicima da vide kako se
koli¢ina moze sastojati od jednakih dijelova ili rastavljati na njih — $to odgovara mnozenju i dijeljenju.
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Zadatak 1.2: Brojevni obrasci i prepoznavanje pravila

Kljucna vjestina koja se provjerava ovim zadatkom

Ovim zadatkom procjenjuje se  kojim se pravilom moZe nastaviti navedeni niz brojeva?
sposobnost ucenika da

prepoznaju i opiSu temeljno

pravilo u numerickom nizu. 256 128 64 52
Konkretan primjer (256, 128, 64, I\'\\__“ f I‘\\_V_ _7____./" '\\‘_7_ _7____/‘ .'\\___7_ }
32, ...) zahtijeva prepoznavanje

geometrijskog niza u kojem je

svaki broj rezultat dijeljenja

prethodnog s dva. Zadatak nudi 0 oduzmi 32

viSestruki izbor, poti¢uci ucenike 3 Oduzmi 128

da odluce koje pravilo (npr.

"oduzmi 32" ili "podijeli sa 2") 0 Podijeli sa 4

ispravno  objadnjava uzorak. O Podijeli sa 2

Dakle, glavna vjestina koja se testira je sposobnost u¢enika da prepoznaju multiplikativne strukture. To ukljucuje
viSe od proceduralnog znanja — zahtijeva prepoznavanje uzoraka, strukturno rezoniranje i rani algebarski nacin
razmisljanja.

Zasto je ova vjestina kljucna?

Sposobnost prepoznavanja pravilnosti u brojevnim obrascima kljuéna je matematicka vjestina jer predstavlja
temelj za naprednije koncepte poput funkcija, algebre i proporcionalnog rezoniranja. Ucenici koji mogu uociti
pravila u nizovima bolje su pripremljeni za kasnije generalizacije i simbolicke prikaze. Prema istraZivanjima u
podrucja matematicke edukacije (npr. Kieran, 2018; Radford, 2013), prepoznavanje obrazaca podrZava razvoj
relacijskog razumijevanja brojeva i operacija. Unutar DiToM teorijskog okvira, identifikacija numericke strukture
smatra se kljuénom za snalaZenje u sve vecoj apstrakciji matematickih sadrzaja u sljedeéim razinama. Stovise,
razumijevanje geometrijskih nizova — poput polovljenja — takoder postavlja vaZznu osnovu za interpretaciju
eksponencijalnih odnosa, koncept s kojim se ucenici susre¢u u kasnijem skolovanju.

Koje vrste pogresaka i drugih upozoravajuéih znakova se mogu ocekivati u rjeSenjima ovog zadatka?

Cesta miskoncepcija u ovom zadatku je tumacenje niza kao aditivnog, a ne multiplikativnog. Uéenici mogu
pretpostaviti da se brojevi smanjuju za odredeni iznos i odabrati "oduzmi 32" jer razlika izmedu 64 i 32 odgovara
ovom obrascu, iako se on ne primjenjuje dosljedno na ranije korake. Takve pogreske otkrivaju linearni pomak, sto
je uobicajeno kada ucenici nisu upoznati s gecometrijskom promjenom. Drugi u€enici mogu nagadati bez provjere
obrasca kroz vise ¢lanova, pokazujuéi nesistemati¢éno razmisljanje. Osim toga, ako ucenici joS ne vide dijeljenje
kao inverz mnoZenju, mozda nece prepoznati "podijeli sa 2" kao ponavljajuéi obrazac. Ovi obrasci pogreSaka
sugeriraju krhki ili nedovoljno razvijen koncept strukture operacija i niza.

Koja vrsta podrske se moze pruziti ucenicima koja imaju teskoce pri rjeSavanju ovog zadatka?

Ucenici koji imaju poteskoc¢a u prepoznavanju numerickih obrazaca imaju koristi od strukturiranih zadataka koji
jasno suprotstavljaju aditivne i multiplikativne odnose. Koristenje vizualnih pomagala, poput lanaca brojeva ili
dijagrama stabla, moZze pomoci ucenicima da prepoznaju kako se vrijednosti mijenjaju od koraka do koraka.
Aktivnosti koje zahtijevaju od ucenika da sami generiraju svoje nizove prema zadanim pravilima (npr. ,,Napravi niz
u kojem je svaki broj pola prethodnog”) mogu razviti svijest o obrascima i produbiti razumijevanje operacija.
Nastavnici bi trebali poticati razmisljanje naglas — na primjer, ,Kako se broj promijenio s 256 na 128?“ — kako bi
promicali metakogniciju i ucinili strategije vidljivima. S vremenom, povezivanje ovih obrazaca s kontekstima iz
stvarnog svijeta (npr. savijanje papira, udvostrucivanje bakterija) moZe ojacati koncept geometrijskog niza i uciniti



Zadatak 1.3: Redoslijed izvodenja racunskih operacija

Kljucna vjestina koja se provjerava ovim zadatkom

Ovim zadatkom provjerava se razumije li u€enik redoslijed izvodenja racunskih Izradunaj;
operacija, posebno prioritet mnozenja nad zbrajanjem. UCenici moraju ispravno

tumacditi i izraCunati izraz “14 + 2 - 3”, primjenjujuci pravilo da se mnoZenje izvodi

prije zbrajanja. To zahtijeva ne samo proceduralnu vjestinu, vec i svijest o 14+2.3=
hijerarhijskoj strukturi aritmetickih operacija. Zadatak stoga nadilazi puko

faktografsko znanje i procjenjuje sposobnost uenika da ispravno analiziraju i
strukturiraju numericke izraze — klju¢ni korak prema algebarskoj pismenosti.

Zasto je ova vjestina kljucna?

Razumijevanje redoslijeda izvodenja ra¢unskih operacija temeljni je preduvjet za rad sa sloZenijim aritmetickim
izrazima, a kasnije i s algebarskim izrazima i jednadzbama. Unutar DiToM teorijskog okvira, sposobnost obrade
viSestupanjskih izraza prema matematickim konvencijama smatra se kljutnom vjeStinom jer je osnova
simboli¢kog razmisljanja i opce sposobnosti rjeSavanja problema. Ucenici koji usvoje ova pravila mogu pouzdano
tumacditi izraze, samouvjereno manipulirati njihovim ¢lanovima i izbjeci uobicajene zamke u izraCunima. Ova
kompetencija nije samo bitna u kontekstu racunskih operacija s brojevima, vec se izravno moze primijeniti i na
rad s izrazima i formulama, rjeSavanje jednadzbi i analiziranje funkcija u kasnijem matematickom obrazovanju.

Koje vrste pogresaka i drugih upozoravajucih znakova se mogu ocekivati u rjeSenjima ovog zadatka?

Tipi¢na pogreska pri rjeSavanju ovog zadatka je izraCunavanje izraza s lijeva na desno bez postivanja hijerarhije
operacija — tj. prvo zbrajanje 14 i 2 kako bi se dobilo 16, a zatim mnoZenje s 3 da bi se dobilo 48. Ova pogreska
otkriva pristranost prema linearnom racunanju i nedostatak konceptualnog razumijevanja prioriteta racunskih
operacija. Jos jedan znak upozorenja je oklijevanje ili pretjerano oslanjanje na neformalne strategije zakljucivanja
("samo prvo napravite ono Sto je napisano"), Sto sugerira da ucenici mozda primjenjuju svakodnevni redoslijed
¢itanja umjesto matematicku strukturu. Neki ucenici takoder bi mogli pokusati neprikladno ubaciti zagrade,
pokazujuéi nesigurnost u nadinu organizacije izraza. Cak i ako uéenici dodu do to¢nog odgovora, koristenje
"pokusaja i pogreske" ili pogadanja umjesto strukturiranog zaklju¢ivanja moze biti znak praznina u razumijevanju
koncepata.

Koja vrsta podrske se moze pruziti ucenicima koja imaju teskoce pri rjeSavanju ovog zadatka?

Ciljana podrska trebala bi poceti osvjetljavanjem strukture izraza, primjerice korisStenjem kodiranja bojama,
zagrada ili vizualnih modela koji pokazuju grupiranje. Nastavnici mogu prikazati izraCunavanje izraza korak po
korak i poticati u¢enike da izgovaraju svoje razmisljanje: ,Prvo radim 2 puta 3 jer mnoZenje ima prednost nad
zbrajanjem. Zatim dodajem 14.” Slicno tome, vizualni prikazi dvaju metoda izra¢una mogu pomodi razlikovanju i
razumijevanju prioriteta tijekom izracuna. Vjezbanje s razli¢itim izrazima — uklju¢ujuci one s i bez zagrada - moze
pomoci razjasniti kada i zasto redoslijed izvodenja racunskih operacija ima vaznost. Ucenici takoder imaju koristi
od istrazivanja pogresnih strategija i rasprave o tome zasto one vode do pogresnih rezultata. S vremenom,
redovita izloZzenost i strukturirana refleksija pomazu usvojiti pravila i jacati povjerenje ucenika u provodenju
viSestupanjskih izracuna.



Zadatak 1.4: Prijevod tekstualnog zadatka u
matematicki zapis

Kljucna vjestina koja se provjerava ovim zadatkom

Ovim zadatkom procjenjuje se sposobnost ucenika da |t1om slijedi upute:
interpretiraju kratku verbalnu sekvencu koja opisuje dvije
uzastopne operacije — prvo zbrajanje, zatim mnozenje —ida | Broj 4 dodaj broju 5.

tu sekvencu prevedu u simboli¢ki zapis. Od ulenika se ne | Rezultat pomnoZisa 8.
oCekuje da izraunaju rezultat, ve¢ da identificiraju ispravan
matematicki prikaz uputa jer verbalne upute i odgovarajuc¢i | Kojim izrazom moZe Tom odrediti rezultat?
numericki izraz nisu semanticki ekvivalentni (Vergnaud,
1983). To zahtijeva prepoznavanje redoslijeda izvodenja

racunskih operacija ugradenog u jezik i konstruiranje izraza u

O5+4-8

skladu s tim (npr. (4 + 5) - 8). Osnovna sposobnost koja se

. .. . . . . O(B+4)-8
testira je prijevod iz govornog jezika u formalni zapis,
ukljuéujuéi uporabu zagrada kako bi se ocuvala ispravna O5+(4-8)
racunska struktura i prioriteti operacija. 05-8+4
Zasto je ova vjestina klju¢na?
Sposobnost simbolickog prikazivanja verbalnih ili kontekstualnih informacija klju¢na je za matematicku

pismenost. Unutar DiToM teorijskog okvira, ova vjestina smatra se klju¢nom jer omogucava ucenicima da prelaze
izmedu razli¢itih nacina prikaza — verbalnog, simbolickog, ikonografskog i operativnog te da se bave znacenjem
strukture (Kieran & Martinez-Hernandez, 2022) numerickih izraza. Ova kompetencija u prevodenju bitna je ne
samo u aritmetici, ve¢ i u algebri, gdje se ucenici redovito susrecu sa situacijama koje zahtijevaju izgradnju ili
tumacenje izraza na temelju tekstualnih zadataka, dijagrama ili svakodnevnih scenarija. Rana ovladanost ovom
vjeStinom podrzava razvoj funkcijskog razmisljanja, fleksibilnosti u rjeSavanju problema i te¢nost u radu s
matematickim modelima.

Koje vrste pogresaka i drugih upozoravajuéih znakova se mogu ocekivati u rjeSenjima ovog zadatka?

Uobicajena pogreska pri rjeSavanju ovog zadatka je izgradnja izraza u pogresnom redoslijedu, kao na primjer
tumacanje “broju 4 dodaj broj 5” kao “4 + 5” (Sto je matematicki ispravno), ali zatim nepravilno primjenjivanje
mnozZenja: ili “4 + (5 - 8) ili “4 - 5 + 8”. To odraZava poteskoce u prepoznavanju sekvence operacija ugradenih u
jezik. Pojedini ucenici mogu zanemariti potrebu za zagradama i napisati “4 + 5 - 8”, sto dovodi do pogresnog
redoslijeda izvodenja racunskih operacija tijekom izra¢una. Drugi se mogu usredotociti samo na zavrSnu operaciju
i napisati “9 - 8 = 72” kao odgovor, zaobilazeci stvarni zadatak simbolickog prevodenja. Ovi obrasci ukazuju na
praznine u proceduralnom razumijevanju i poteskoce u koordinaciji jezika s matematickom strukturom.

Koja vrsta podrske se moze pruziti ucenicima koja imaju teskoce pri rjeSavanju ovog zadatka?

Kako bi se podrzali ucCenici u ovom podrudju, vazno je poticati ih da razviju sveobuhvatno razumijevanje
redoslijeda izracuna kako bi uzeli u obzir strukturu izracuna i redoslijed izvodenja racunskih operacija. Nastavnici
mogu pokazati kako ,izgraditi ¢lan” iz izgovorene recenice i koristiti vizualne organizatore (poput stabala racunskih
operacija ili dijagrama) kako bi pomogli ucenicima pravilno poredati operacije. Naglasavanje uloge zagrada u
grupiranju operacija moZe sprijeciti pogresno tumacenje. Rutine u ucionici koje ukljucuju , prijelaz naprijed-
natrag” izmedu jezika i simbola takoder mogu ojacati reprezentacijsku fleksibilnost ucenika. S vremenom,
poticanje ucenika da kaZu Sto izraz znadi (npr. ,prvo zbrajam, zatim mnozim“) pomaze u konsolidaciji njihovog
razumijevanja simbolicke strukture.



Zadatak 1.5: Usporedivanje kolicina

Kljucna vjestina koja se provjerava ovim zadatkom

Ovim zadatkom Stol 1 Stol 2

procjenjuje se sposobnost [Na slici su prikazane pikule i kutije

uéenika da tumade [smiestene na dva stola.

vizualni  prikaz  odnosa |syaka kutija sadr¥i jednak broj pikula.
dio—cjelina koji ukljucuje [Na svakom stolu nalazi se jednak broj
jednakost. Ugenicima se [Pikula.

. . Koliko pikula i koj kutiji?
prikazuju dva stola, od OlRG PRI TMESVakey KAl

kojih se na svakom nalaze
vidljive pikule i kutije koje sve sadrze isti nepoznati broj pikula. Klju¢ni zahtjev je odrediti broj pikula u jednoj kutiji
na temelju informacije da se na oba stola nalazi isti ukupni broj pikula. To znaci da uéenici moraju mentalno
izjednaciti koliCine s obje strane i odrediti nepoznanicu — oblik neformalnog rjesavanja jednadzbi temeljen na
vizualnoj ravnotezi. Zadatak stoga cilja na strukturno razmisljanje, rani algebarski nacin razmisljanja i sposobnost
tumacenja ekvivalencije u nesimbolickom kontekstu.

Zasto je ova vjestina kljucna?

Tumacenje jednakosti kljucni je pretkorak za algebarsko zakljucivanje. Unutar DiToM teorijskog okvira, ovo se
identificira kao klju¢na vjestina jer se oslanja na razumijevanje ekvivalencije i supstitucije kod ucenika — temeljnih
ideja i u aritmetici i u ranoj algebri. Razmisljanjem da dvije razli¢ite konfiguracije zapravo moraju biti jednake
ukupno, ucenici vjezbaju relacijsko misljenje umjesto da se oslanjaju samo na izravno racunanje (Radford, 2014).
Ova vjeStina podrZava kasniju kompetenciju u rjeSavanju jednadzbi, balansiranju transformacija i radu s
nepoznatim veli¢inama u simbolickom prikazu. Osim toga, takvi nesimbolicki zadaci pruzaju bitnu poveznicu za
ucenike koji josS razvijaju povjerenje u formalne prikaze, omogucujuci konceptualni pristup kroz vizualnu strukturu.

Koje vrste pogresaka i drugih upozoravajuéih znakova se mogu ocekivati u rjeSenjima ovog zadatka?

Ucenici koji se muce s ovim zadatkom mogu ne uspjeti prepoznati ekvivalenciju izmedu dvije strane. Tipi¢na
greska je pokusaj brojanja samo vidljivih pikula, ignorirajuci skrivenu koli¢inu u kutijama ili pretpostavljanje fiksne
vrijednosti (npr. ,svaka kutija mora imati 10 pikula®). Drugi mogu prepoznati potrebu za ravnotezom, ali pogresno
izraCunati ili neodgovarajuce razmisljati, mozda pogadajuci broj pikula u kutiji bez provjere vodi li to do jednakih
ukupnih vrijednosti. Takoder, skupina ucenika moZe tretirati vizualnu sliku opisno umjesto analiticki — navodeci
sto je vidljivo bez pokuSaja da se zaklju¢i nepoznato. Ova ponaSanja sugeriraju praznine u strukturnom
razumijevanju, posebno u tumacenju nepoznatih veli¢ina kao koli¢ina koje treba odrediti na temelju zakljucivanja
pocevsi od poznatih kolicina.

Koja vrsta podrske se moze pruziti u¢enicima koja imaju teSkoce pri rjeSavanju ovog zadatka?

Ucenici imaju koristi od rada s prakticnim materijalima koji ¢ine koncept jednakosti konkretnim. Nastavnici mogu
koristiti kontekste pripovijedanja (,,Oba djeteta dobila su isti broj pikula — koliko ih je u kutiji?“) kako bi podrzali
aktivnost i utemeljili problem u prepoznatljivom okruzenju. Crtanje i oznacavanje dijagrama gdje ucenici pisu
jednadzbe poput ,,3 + x = 7“ moZe pomoci u povezivanju vizualnog rezoniranja i simbolickog prikaza. Osim toga,
ponavljana praksa u prepoznavanju jednakih, ali razli¢ito sastavljenih skupova ojacava pojam jednakosti i
podrzava prijelaz s aditivnog razmisljanja na rani funkcijski nacin razmisljanja. Kao i uvijek, ucenici bi trebali biti
potaknuti da objasne svoje razmisljanje i provjere odrazavaju li predloZene vrijednosti ravnotezu.
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Zadatak 2.1: Prikaz i interpretacija ekvivalentnih
razlomaka

Kljucna vjestina koja se provjerava ovim zadatkom

Ovaj zadatak usredotoCuje se Osjencaj dio drugog kruga tako da prikazuje razlomak koji je ekvivalentan razlomku koji je
na sposobnost prepoznavanja i prikazan osjen¢anim dijelom prvog kruga i zapisi te ekvivalentne razlomke pomocu brojki.

konstruiranja ekvivalentnih
razlomaka kroz dva aspekta
prikaza: prvo u vizualnom
obliku (sjencanjem dijelova
kruga), a zatim u simbolickoj
notaciji (zapisivanjem
jednakosti  razlomaka). U

prvom dijelu zadatka, od

ucenika se trazi da dovrse — = —_—

vizualni prikaz sjen¢anjem istog

udjela kruga kao Sto je

prikazano u danom modelu. U drugom dijelu, o¢ekuje se da taj odnos izraze kao matematicki identitet koristeci
razlomke. Glavna vjestina koja se testira je koordinacija izmedu vizualnog razumijevanja dijela i cjeline i njegove
formalne reprezentacije kao ekvivalentnih obi¢nih pravih razlomaka.

Zasto je ova vjestina kljucna?

Razumijevanje ekvivalentnih razlomaka temelj je razumijevanja racionalnih brojeva i stoga predstavlja klju¢nu
matematicku vjestinu. Ono ¢ini konceptualnu osnovu za operacije s razlomcima, proporcionalno razmisljanje,
koncepte omjera i algebarsku ekvivalenciju. Unutar DiToM teorijskog okvira, prepoznavanje da razlomci razli¢itog
izgleda mogu predstavljati istu koli¢inu smatra se presudnim za razvoj fleksibilnosti u razmisljanju o brojevima.
Ucenici moraju shvatiti da obi¢ni pravi razlomak ne predstavlja samo broj, ve¢ i odnos izmedu dijela i cjeline — i
da taj odnos ostaje konstantan cak i kada se i brojnik i nazivnik proporcionalno povecaju ili smanje. Zadaci koji
kombiniraju vizualnu i simbolicku razinu poti¢u dublje razumijevanje i podrzavaju prijelaz na apstraktno
razmisljanje u kasnijoj matematici.

Koje vrste pogresaka i drugih upozoravajucih znakova se mogu ocekivati u rjesenjima ovog zadatka?

Ucenici mogu obojiti pogresan broj dijelova u drugom krugu—npr., uparujuci broj obojenih dijelova umjesto
proporcionalne veli¢ine. To otkriva strategiju brojanja umjesto relacijskog razmisljanja, sto ukazuje na to da
nazivnik vide kao stati¢ni broj, a ne kao dio cjeline. U drugom dijelu zadatka, ucenici bi mogli prepisati zadani
razlomak bez transformacije, napisati neekvivalentne, ali slicnog izgleda razlomke (npr. udvostruditi samo brojnik),
ili zamijeniti redoslijed brojnik i nazivnik. Neki mogu potpuno izostaviti znak jednakosti, Sto sugerira nesigurnost
u vezi s konvencijama biljeZenja razlomaka. To su upozoravajudi znakovi krhkog konceptualnog razumijevanja i
ogranicenog iskustva u povezivanju vizualnih i simbolickih prikaza.

Koja vrsta podrske se moze pruziti ucenicima koja imaju teSkoce pri rjeSavanju ovog zadatka?

Kako bi izgradili ¢vrsto razumijevanje ekvivalentnih razlomaka, ucenici bi redovito trebali raditi s pomagalima i
vizualnim modelima - poput dijelova krugova, traka ili plocica — kako bi uodili i izgradili jednake dijelove kroz
razli¢ite podjele. Naglasak bi trebao biti na prepoznavanju koliko dijelova od koliko ¢ini isti omjer i kako se
istovremeno mijenja broj obojenih dijelova i ukupni broj dijelova. Nastavnici mogu voditi u¢enike u verbaliziranju
procesa skaliranja, npr. ,,Povecao sam broj dijelova dva puta i obojio dva puta viSe dijelova.” To podrzava usvajanje
multiplikativne strukture u pozadini ekvivalencije. Aktivnosti povezivanja — npr. bojanje, zatim pisanje, a potom
verbalno objasnjavanje — posebno su ucinkovite u stabilizaciji veze izmedu vizualnih prikaza i formalnih razlomaka.
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Zadatak 2.2: Sjencanje zadanog dijela pravokutnika

Kljucna vjestina koja se provjerava ovim zadatkom

Ovim zadatkom procjenjuje se sposobnost ucenika da
izgrade vizualni prikaz zadanog razlomka tako da osjenéaju | Oboji P pravokutnika:
odredeni dio pravokutnika. Od ucenika se ocekuje da

prepoznaju tocan broj jednakih dijelova i osjencaju onoliko
dijelova koliko odgovara brojniku, pri cemu prepoznaju da
ukupan broj dijelova odgovara nazivniku. To zahtijeva
tumacenje razlomaka kao operatora na podrucjima — tj.
koristenje razlomka za odredivanje koliko se cijelog

podrucja uzima u obzir. Zadatak zahtijeva precizno

podijeljeno podrucdje, prostornu procjenu i proporcionalno
razmisljanje.

Zasto je ova vjestina kljucna?

Vizualno prikazivanje razlomka klju¢an je korak u razvoju relacijskog i proporcionalnog misljenja, kao i povezivanja
neformalnog i formalnog znanja o razlomcima. Unutar DiToM teorijskog okvira, ova vjestina se smatra osnovnom
jer podrzava kasnije razumijevanje ekvivalencije, zbrajanja i oduzimanja razlomaka te baratanja s povrSinama u
geometriji. Predstavljanje razlomaka u vizualnom modelu kao Sto je pravokutnik takoder jaca razumijevanje da
razlomci nisu samo povezani s diskretnim dijelovima (poput kuglica ili Zetona), nego i s kontinuiranim koli¢inama
i povrSinama. Ucenici koji fleksibilno prelaze izmedu zapisa u obliku razlomaka i vizualnih modela obi¢no razvijaju
dublje, povezanije koncepte o brojevima i bolje su pripremljeni za apstraktni rad u algebri i Sire.

Koje vrste pogresaka i drugih upozoravajuéih znakova se mogu ocekivati u rjeSenjima ovog zadatka?

Uobicajene pogreske ukljucuju sjencanje pogresnog broja dijelova, ¢esto zbog pogresnog brojanja ili pogresnog
identificiranja ukupnog broja podjela. Uéenici mogu sjencati dijelove koji nisu jednaki po velicini, ¢ime se krsi
zahtjev da pojedini dijelovi moraju imati jednaku povrsinu. Drugi mogu sjencati nasumi¢no bez uspostavljanja
ikakve veze s danim razlomkom, sto upucuje na nedostatak razumijevanja odnosa dijela prema cjelini. U nekim
slucajevima, ucenicii ignoriraju nazivnik i jednostavno broje jedinice (npr. sjencaju dva dijela bez obzira na to
koliko ih ukupno ima). Ovi obrasci ukazuju na poteskoce u koordinaciji simbolickog zapisa u obliku razlomka s
vizualnim modelom i u razumijevanju strukturnog ogranic¢enja koje odreduje valjani prikaz razlomka.

Koja vrsta podrske se moze pruziti ucenicima koja imaju teskoce pri rjeSavanju ovog zadatka?

Ciljana podrska trebala bi ukljucivati prakticne aktivnosti s trakama za razlomke, savijanjem papira ili modelima
podrucja temeljenim na mreZi. UCenike treba poticati da prvo podijele oblike na jednake dijelove prije nego Sto
primijene operator (npr. ,,Obojite 3 od 4 jednaka dijela”). PomaZe prikazivati dobre primjere i one koji to nisu —
npr. pravokutnike u kojima istaknuti dijelovi nisu jednaki — kako bi se razjasnilo Sto se smatra valjanim prikazom
razlomka. Povezivanje zadataka sjencanja sa simbolickim zapisom i verbalnim objasnjenjem (,,Podijelio sam na 6
jednakih dijelova i obojao 4 od njih, dakle to je Cetiri Sestine”) podrzava integraciju razlicitih prikaza. Kroz vrijeme,
ucenici bi trebali vjezbati s razli¢itim oblicima i orijentacijama kako bi generalizirali svoje razumijevanje na situacije
izvan specifi¢nih formata.
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Zadatak 2.3: Proporcionalno zakljucivanje s kolicinama i
cijenama

Kljucna vjestina koja se provjerava ovim zadatkom

Ovim zadatkom procjenjuje se sposobnost ucenika da - ] o ]
Cijena 2 kilograma krumpira iznosi 5 €.

primijene multiplikativno razmisljanje kako bi rijesili
Odredi cijenu za 6 kilograma krumpira.

problem proporcionlnosti koji uklju€uje cijene i koliine.

Kontekst — odredivanje cijene za 6 kilograma krumpira ako

2 kilograma stoji 5€ — zahtijeva od uéenika da prepoznaju i odrze konstantan omjer izmedu koli€ine i cijene. Da
bi rijesili zadatak ispravno, ucenici moraju ili proporcionalno povecati par koli¢ina-cijena za faktor 3 ili izracunati
jedinénu cijenu (cijenu po kilogramu) i potom pomnoziti sa Sest. Vjestina koja se testira je razumijevanje i primjena
multiplikativnih struktura u funkcijskim odnosima, sto je kljucna osnova za zadatke s omjerom, proporcijom i
postotcima u kasnijoj matematici.

Zasto je ova vjestina kljucna?

Proporcionalno razmisljanje je vazna matematicka klju¢na vjestina u kasnijim razredima. Prema DiToM teorijskom
okviru, sposobnost identificiranja i rada s konstantnim odnosima — kao Sto je “2 kg - 5 €” povecano na “6 kg >
? €” —kriticna je ne samo u aritmetici, vec i u algebri, razumijevanju funkcija, geometriji, znanosti i svakodnevnom
rjeSavanju problema. Ucenici koji svladaju ove multiplikativhe odnose mogu generalizirati kroz razlicite kontekste
i fleksibilno birati ucinkovite strategije (npr. udvostrucenje, prepolovljavanje, raCunanje cijene po jedinici).
Stovise, prijelaz iz aditivnog u multiplikativno usporedivanje odraZava razvojni skok u matemati¢kom
razumijevanju koji podupire buduce ucenje o linearnim funkcijama i proporcionalnim modelima.

Koje vrste pogresaka i drugih upozoravajucih znakova se mogu ocekivati u rjesenjima ovog zadatka?

Uobicajene pogreske ukljucuju aditivno razmisljanje, kao Sto je pretpostavka da ako 2 kg krumpira stoji 5 €, tada
cijena za 6 kg mora biti 5 + 4 = 9 €. To odrazava neuspjeh u shva¢anju multiplikativne prirode odnosa. Neki ucenici
mogu izravno pomnofZiti 5 sa 6 (Sto rezultira s 30 €), pogresno tumacedi znacenje ukljucenih brojeva. Drugi se
mogu muciti s koordinacijom jedinica — mijeSajudi kilograme i eure —ili jednostavno nagadati na temelju procjene.
Ove pogreske ukazuju na praznine u strukturnom razumijevanju i moguce ograniceno iskustvo s razmisljanjem
temeljenim na omjerima. Ucenici koji ne izraZzavaju svoju strategiju ili koji se oslanjaju na pokusaj i pogresku cesto
nemaju pouzdan koncepcijski model za proporcionalnost.

Koja vrsta podrske se moze pruziti u¢enicima koja imaju teSkoce pri rjeSavanju ovog zadatka?

Ucenici imaju koristi od rjeSavanja problema bogatih kontekstom koji uklju€uju novac, recepte ili mjerenja, u
kojima se proporcionalne strukture prirodno pojavljuju. Nastavnici bi trebali jasno modelirati strategije poput
razmisljanja o jedinicama cijene ("Ako 2 kg stoji 5 €, onda 1 kg stoji 2,50 €...") ili skaliranja temeljeno na faktorima
("6 kg je 3 puta 2 kg, pa je cijena 3 - 5 €"). Vizualna pomagala poput dvostrukih brojevnih pravaca, tablica omjera
i grafickih modela mogu olaksati razumijevanje multiplikativhog odnosa. Takoder je korisno usporedivati aditivne
i multiplikativne strategije tijekom rasprava u razredu kako bi se istaknule njihove razlic¢ite implikacije. Poticanje
ucenika da objasne i opravdaju svoje razmisljanje podrzava metakognitivni razvoj i pomaze produbiti
razumijevanje proporcionalnih struktura.
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Zadatak 3.1: Prikaz racionalnih brojeva na brojevnom
p ra VC u U pravokutnik upisi broj pridruZen toZki brojevnog pravca.

Klju€na vjestina koja se provjerava ovim zadatkom ) ) ) ) ) x

a)

Ovaj zadatak usmjeren je na sposobnost ucenika da

interpretiraju brojevni pravac i da na odgovarajuéi nacin b)
postave razlomak ili decimalni broj na temelju njegove .

relativne pozicije izmedu 0 i 1 (ili izvan toga). Ucenici 0 T 1 T 2 ‘ ‘ 3 ‘
moraju analizirati na koliko je sukladnih dijelova i

podijeljena jedinicna duZina i upisati odgovarajuci

racionalan broj (razlomak ili decimalni zapis) koji je pridruzen odredenoj tocki. To zahtijeva razumijevanje
razlomaka kao zapisa racionalnih brojeva, a ne samo kao odnosa dijela i cjeline. Zadatak takoder provjerava
sposobnost koordinacije simboli¢kih i prostorno-vizualnih prikaza racionalnih brojeva.

Zasto je ova vjestina kljucna?

Sposobnost odredivanja pozicije racionalnog broja na brojevnom pravcu klju¢na je matematicka vjestina jer
odraZzava pomak u razumijevanju s razlomaka kao dijelova objekata na razlomke kao zapis brojeva na
kontinuiranoj skali. Ova prostorna interpretacija razlomaka postavlja temelje za usporedivanje, rangiranje i
racunanje s racionalnim brojevima zapisanim u obliku razlomka. Unutar DiToM teorijskog okvira, procjena i
pozicioniranje na brojevnom pravcu smatraju se snaznim pokazateljima konceptualne jasnoce. IstraZivanja (npr.
Siegler & Booth, 2004; Treppo & van den Heuvel-Panhuizen, 2014) pokazuju da ucenici koji razumiju metricku
strukturu brojevnog pravca imaju veée $anse za uspjeh u kasnijoj aritmetici, algebri i geometriji. Stovise, brojevni
pravac nudi objedinjeni model koji podrzava prijelaze izmedu prirodnih brojeva, pozitivnih racionalnih brojeva
(zapisanih u obliku razlomaka ili decimalnih brojeva) i negativnih brojeva.

Koje vrste pogresaka i drugih upozoravajucih znakova se mogu ocekivati u rjesenjima ovog zadatka?

Ucenici se Cesto oslanjaju na brojanje oznaka na brojevnom pravcu pretpostavljajuéi decimalnu podjelu jedinice
(tj. podjelu jedini¢ne duZine na 10 sukladnih dijelova), umjesto da razmisljaju o velicini vrijednosti razlomka. Na
primjer, mogu pogresno protumaciti Cetiri podjele kao ,Cetvrtine” bez obzira na to je li cjelina podijeljena na
jednake dijelove ili ne. JoS jedna Cesta pogreska je postavljanje razlomka na pogresno mjesto — npr. pogresno
postavljanje 3/4 na mjesto 2/3 zbog nedostatka proporcionalnog razmisljanja. Neki uéenici mogu nagadati na
temelju vizualne intuicije umjesto da odrede nazivnik koji proizlazi iz broja sukladnih dijelova. U naprednijim
varijantama, ucenici mogu imati poteskoca kada prikazani dio brojevnog pravca ne pocinje od 0 ili kada su
ukljuceni nepravi razlomci ili mjeSoviti brojevi. Ove pogreske upucuju na nedovoljno razumijevanje povezanosti
veli¢ine, zapisa i strukture. Postoje i ucenici koji daju netocan decimalni zapis broja kao rjesenje. Molimo
pogledajte zadatak 3.4 koji se bavi ovim problemom.

Koja vrsta podrske se moze pruziti ucenicima koja imaju teskoce pri rjeSavanju ovog zadatka?

Kako bi se podrzali ucenici, klju¢no je uloZiti vrijeme u izgradnju stabilnog mentalnog modela brojevnog pravca
koji ukljuCuje zapise racionalnih brojeva u obliku razlomaka i decimalnih brojeva. Nastavnici mogu koristiti
interaktivne alate poput preklopnih traka, ravnala za razlomke i digitalnih brojevnih pravaca za razvoj
proporcionalnog rasudivanja. Nastavu bi trebalo usredotociti na to kako odrediti veli¢inu jednog intervala, kako
brojati podjele i kako povezati te korake sa zapisom broja. Usporedba razlicitih racionalnih brojeva zapisanih u
obliku razlomaka na istom brojevnom pravcu pomaze u jacanju razumijevanja odnosa veli¢ina i ekvivalencije.
Aktivnosti povezivanja—poput isticanja vizualnih prikaza razlomaka na brojevnom pravcu, zatim njihovog
zapisivanja u simbolickom obliku i obrnuto ili uspostavljanja odnosa s ve¢ poznatim ikonickim prikazima koje
ucenici ve¢ poznaju (npr. kruzni dijagrami) — ojacavaju veze medu razli¢itim prikazima. Cesta verbalizacija (,0vo
je treci segment od Cetiri, dakle to je tri Cetvrtine”) potice usvajanje strukture.
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Zadatak 3.2: Odabir razlomka koji odgovara osjencanom
dijelu kruga

Kljucna vjestina koja se provjerava ovim zadatkom

Ovaj zadatak cilja sposobnost ucenika da Koliki dio kruga je obojan?
prepoznaju razlomak na temelju vizualnog
prikaza dijela i cjeline te da odaberu ispravan
simbolicki prikaz tog razlomka medu
viSestrukim opcijama. Na slici je krug podijeljen
na osam jednakih dijelova, od kojih su cetiri

osjencana. Ispravan razlomak je stoga 4/8, sto
se moZe pojednostaviti na 1/2. Medutim,
ucenici ne smiju samo prepoznati ovaj odnos,

vec ga moraju razlikovati od naizgled tocnih, ali
pogresnih opcija, poput 1/4, 1/8 ili ¢ak 8/4.
Kljucna vjestina koja se provjerava je
koordinacija  vizualnog, numerickog i
strukturnog razumijevanja razlomaka. O

NS
O
--N
[
L -]
O
.

Zasto je ova vjestina kljucna?

Sposobnost interpretiranja razlomaka na temelju vizualnih modela i ispravnog povezivanja s njihovim simboli¢kim
prikazom temeljna je vjestina u razumijevanju racionalnih brojeva. Unutar DiToM teorijskog okvira, ovaj zadatak
se oslanja na koncept razlomaka kao omjera dijela i cjeline, sto je klju¢no za naprednije koncepte poput
ekvivalencije, racunskih operacija s racionalnim brojevima zapisanim u obliku razlomaka i proporcionalnosti.
Vazno je napomenuti da zadatak sadrzi konceptualnu zamku — distraktor 8/4 numericki je veéi od cjeline, unato¢
tome Sto odgovara tocnim brojkama (samo su zamijenjene njihove pozicije). Prepoznavanje ove situacije zahtijeva
viSe od vizualnog brojanja; zahtijeva razumijevanje strukture, veli¢ine vrijednosti razlomaka i njihova znacenja.

Koje vrste pogresaka i drugih upozoravajuéih znakova se mogu ocekivati u rjeSenjima ovog zadatka?

Distraktor 8/4 posebno je zanimljiv jer ukljuuje dva broja prisutna na slici — ukupno je 8 dijelova i od ¢ega 4
osjencana — ali im mijenja znacenje. Odabir 1/8 ili 1/4 mogao bi ukazivati na pogresno tumacenje proporcije, bilo
da se broji samo osjencani dio ili se on ne uzima u obzir uopce. Neki ucenici mogu se automatski odluciti za
poznate ,referentne razlomke” poput 1/4 ili 1/2 bez analize. Sve su to upozoravajuéi znakovi krhkog ili
nepotpunog razumijevanja razlomaka, osobito u pogledu odnosa dijela i cjeline te njihove simbolicke
interpretacije.

Koja vrsta podrske se moze pruziti u¢enicima koja imaju teskoce pri rjeSavanju ovog zadatka?

Ucenici imaju koristi od prakti¢nih aktivnosti u kojima mogu fizicki podijeliti i obojati dijelove cjeline koriste¢i, na
primjer, krugove ili presavijanje papirnatih oblika za prikaz razlomaka. Nastavnici bi trebali naglasiti uloge brojnika
i nazivnika kroz stalno verbaliziranje (,,4 dijela obojana od 8 jednakih dijelova — to su 4 osmine ... i zapisujem to
ovako: 4/8“). Vjezbanje povezivanja vizualnih modela s razli¢itim prikazima razlomaka, ukljuéujuéi i one ¢ija je
vrijednost veca od 1, moZe pomodi ucenicima da razlikuju prave, neprave i ekvivalentne razlomke. Poticanje
uéenika da objasne zasto razlomak poput 8/4 ne moze predstavljati manje od cjeline razvija kriticko misljenje i
podrzava svijest o strukturi. Isticanje uobicajenih pogresSaka kroz vodenu raspravu (npr. ,,Zasto bi netko mogao
pomisliti da je 8/4 ispravno?“) moze pomodi u iznosenju miskoncepcija i njihovom izravnom uklanjanju.
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Zadatak 3.3: Usporedivanje vrijednosti nepravog
razlomka s prirodnim brojevima

Kljucna vjestina koja se provjerava ovim zadatkom

Ovim zadatkom procjenjuje se sposobnost et s . ) . .., 10
L . Oznaci krizicem sve prirodne brojeve koji su veci od —.
uCenika da usporede nejedini¢ni razlomak 3
vrijednosti vece od 1 (10/3) s nekoliko prirodnih
brojeva. Ucenici moraju identificirati sve
brojeve u skupu {2, 3, 4, 5} koji su veci od 10/3.
Buduéi da je 10/3 jednako 3+1/3 ili priblizno
3.33, ispravno rjesenje je odabir oba broja 4 i 5. Vazno je napomenuti da se zadatak ocjenjuje kao to¢an samo ako

o2 o3 o4 o5

su obje vrijednosti odabrane i nijedna od krivih opcija nije oznacena.
Zasto je ova vjestina kljucna?

Usporedivanje racionalnih brojeva zapisanih u obliku razlomka s cijelim brojevima je kljuéna matematicka vjestina
jer povezuje skupove racionalnih i cijelih brojeva, podrzavajuéi razvoj koherentnog modela brojevnog pravca.
Unutar DiToM teorijskog okvira, ova usporedba potice razumijevanje veliCine vrijednosti razlomaka, procjene i
prijelaza izmedu razlomaka i decimalnog zapisa ili mjeSovitih prikaza. Sposobnost odredivanja je li vrijednost
razlomka veca ili manja od cijelog broja kljuc¢na je za razvoj fleksibilnosti u tumacenju numerickih informacija.
Stovise, ova vjestina podrzava uspjeh u zadacima koji ukljuuju mjerenje, skaliranje i interpretaciju funkcija —
podrucjima u kojima se usporedivanje racionalnih i prirodnih brojeva redovito pojavljuje.

Koje vrste pogresaka i drugih upozoravajuéih znakova se mogu ocekivati u rjeSenjima ovog zadatka?

Ucenici bi mogli pogresno pretvoriti 10/3, npr. procijenivsi ga kao 2 ili 5, $to mozZe dovesti do pres$nih odluka
prilikom odabira ponudenih rje$enja. Cesta miskoncepcija proizlazi iz fokusiranje samo na brojnik ili nazivnik
zasebno — npr. pretpostavljajuci da je 10/3 manje od 4 jer je ,,3 veéi od 1“ Neki uéenici mogu oznaciti samo jednu
toc¢nu opciju (npr. 4), krivo shvacdajuci upute zadatka ili ne prepoznajuci da postoji vise od jedne tocne vrijednosti.
Drugi mogu oznaciti sve brojeve vece od 3, nagadajudi na temelju djelomi¢nog prisje¢anja. Ove pogreske otkrivaju
manjak vjestine u radu s nepravim razlomcima i poteskoce u fleksibilnom prijelazu izmedu razli¢itih prikaza (npr.
pretvaranjem 10/3 u 3}).

Koja vrsta podrske se moze pruziti ucenicima koja imaju teskoce pri rjeSavanju ovog zadatka?

Ucenici bi trebali redovito vjezbati usporedivanje vrijednosti nepravih razlomaka s prirodnim brojevima i
mjesSovitim brojevima. Vizualna pomagala poput brojevnog pravca ili trakica s razlomcima mogu pomodi u
razjasnjavanju gdje se vrijednost odredenog razlomka nalazi u odnosu na referentne brojeve. Nastavnici mogu
usmjeriti u¢enike da neprave razlomke izraze u obliku mjeSovitih brojeva (npr. 10/3 = 3%) kako bi podrzali
procjenjivanje i usporedivanje. Vjezbe koje uklju¢uju verbalno rasudivanje (,Je li 10/3 vise ili manje od 4?“) i
zadaci s objasnjenjem (npr. argumentiranje zasto 3 nije to¢no) pomazu u povecanju konceptualne jasnoce. U
zadacima s viSe tocnih odgovora takoder je korisno naglasiti jezicnu komponentu zadatka — kako to¢no i potpuno
interpretirati jezicne strukture poput "oznaci sve na koje se primjenjuju".
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Zadatak 3.4: Ocitavanje broja u decimalnom zapisu s
toplomjera

Kljucna vjestina koja se provjerava ovim zadatkom

Ovim zadatkom se ispituje Izmjerenu temperaturu zapisi u °C.
sposobnost ucenika da
tumace i Citaju racionalne
brojeve u decimalnom zapisu
na skali podijeljenoj na
dijelove jednake velicine,
prikazanoj u stvarnom
kontekstu (toplomjer).
Ucenicima se prikazuje
analogni toplomjer s
oznakama u Celzijusima i

L . Odgovor:
stupcem crvene tekudine koji

€
se penje do odredene razine —
konkretno, do 37.7 °C. Da bi

ispravno rijesili zadatak, u€enici moraju o€itati temperaturu s danog vizualnog prikaza i izraziti je u decimalnom

zapisu. Osnovna vjestina koja se ovdje testira je sposobnost to¢nog Citanja i tumacenja decimalnih koli¢ina na
kontinuiranoj metrickoj skali u poznatom okruzenju.

Zasto je ova vjestina kljucna?

U okviru DiToM teorijskog okvira, tumacenje mjerenja na linearnim skalama temeljna je matematicka klju¢na
vjestina jer integrira razumijevanje mjesne vrijednosti, procjenu veli¢ine i metricko rezoniranje. Tumacenje
brojeva u decimalnom zapisu klju¢no je za svakodnevne situacije — temperaturu, novac, duljinu, tezinu — i
predstavlja temelj za daljnji rad s postotcima, razlomcima i funkcijama. Stovise, oéitavanje skala u autenti¢nim
kontekstima podrZzava matematicku pismenost, buduc¢i da ucenici moraju razumjeti stupnjevane mjerne
instrumente u zdravstvu, znanosti ili svakodnevnom Zivotu. Povezanost izmedu vizualnih informacija i numerickog
prikaza jaCa sposobnost ucenika da povezu kontinuirane koli¢ine sa simbolickom preciznoscu.

Koje vrste pogresaka i drugih upozoravajuéih znakova se mogu ocekivati u rjeSenjima ovog zadatka?

Neki ucenici mogu imati potesko¢a u tumacenju sitnih podjela na ljestvici, posebno ako se radi o desetinkama
(koraci od 0.1) umjesto cijelih brojeva. Uobicajene pogreske ukljucuju zaokruZivanje na najbliZi cijeli broj (npr. 38
umjesto 37.7), izostavljanje decimalnog mjesta (pisanje 377) ili pogresno brojanje oznaka zbog nepoznavanja
decimalne strukture. Drugi mogu pobrkati vrijednosti pojedinog intervala — npr. pretpostavljajuci da je udaljenost
izmedu 37 i 38 podijeljena na 5 umjesto na 10 jednakih dijelova. Ove pogreske Cesto proizlaze iz nedovoljnog
razumijevanja mjesne vrijednosti, ograniene vjestine rada s brojevima u decimalnom zapisu ili nedostatka
iskustva u tumacenju mjernih ljestvica.

Koja vrsta podrske se moze pruziti u¢enicima koja imaju teSkoce pri rjeSavanju ovog zadatka?

Ucenici imaju koristi od ponovljenog izlaganja mjernim instrumentima s razmjernom skalom, poput toplomjera,
ravnala i kutomjera. Nastavnici bi trebali pokazati kako analizirati intervale, odrediti veli¢inu prirasta i brojati
unaprijed koristeci desetinke. Koristenje prozirnih folija ili obojenih markera za pracenje razine tekuéine moze
poboljsati vizualno poravnavanje. Ucenici bi takoder trebali vjezbati Citanje i pisanje brojeva u decimalnom zapisu
u kontekstualnim situacijama, uz podrsku modela brojevnog pravca koji povezuje simbolicko i vizualno
razmisljanje. Naglasavanje jezi¢ne preciznosti (,tri desetinke viSe od trideset i sedam®) moze pomoci u jacanju
konceptualne jasnoce vezane uz decimalnu mjesnu vrijednost. Na kraju, ciljani zadaci usporedivanja vrijednosti
poput 37.7, 37.8 i 38.0 mogu poboljsati fino razlikovanje decimalnih brojeva.
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Zadatak 3.5: Usporedivanje racionalnih brojeva u
decimalnom zapisu

Kljucna vjestina koja se provjerava ovim zadatkom

Ovim zadatkom procjenjuje se sposobnost Oznagi krizicem najvedi broj:
ucenika da usporeduju i poredaju racionalne
brojeve u decimalnom zapisu, osobito one
koji su slicni po vrijednosti i razlikuju se po
broju decimalnih mjesta. Ucenici moraju 0 3.33 0 3.303 03.03 03.3
odrediti koji od Cetiri dana broja (3.33, 3.303,

3.03, 3.3) je najvedi. Da bi uspjeli, moraju razumjeti da mjesna vrijednost odreduje veli¢inu, a ne broj znamenaka

ili prividna ,,duljina” decimalnog zapisa. Zadatak posebno testira preciznost u prikazu na brojevnom pravcu do
stotinki i tisucinki te sposobnost prepoznavanja da je 3.33 vedi od 3.303, unatoc tome Sto zapis drugog broja ima
vise znamenaka.

Zasto je ova vjestina kljucna?

Usporedivanje racionalnih brojeva u decimalnom zapisu klju¢na je matematicka vjesStina jer odrazava
razumijevanje mjesne vrijednosti u dekadskom brojevnom sustavu izvan skupa cijelih brojeva. Unutar DiToM
teorijskog okvira, ovo je presudno za razvoj kompetencija u procjeni, mjerenju i primjeni u stvarnom svijetu (npr.
cijene, interpretacija podataka). Usporedba decimalnih brojeva takoder podrZava kasniji rad s postotcima,
algebrom i znanstvenim kontekstima. Zadatak odrazava kako ucenici razmisljaju o relativnoj velicini te
usmjeravaju li se na vrijednost umjesto na povrsinsku strukturu, kao Sto je broj znamenki ili vizualna duljina zapisa.
Ova vjestina temelj je za mentalno racunanje i tumacenje podataka danih putem tablica ili grafikona.

Koje vrste pogresaka i drugih upozoravajuéih znakova se mogu ocekivati u rjeSenjima ovog zadatka?

Cesta miskoncepcija je da su brojevi s duljim decimalnim zapisom veéi — npr. uéenici mogu pogre$no odabrati
3.303 jer ima tri decimalna mjesta. Drugi mogu usporedivati samo prvu znamenku nakon decimalne tocke i
zanemariti strukturu iza (npr. pretpostavljajuéi da je 3.3 > 3.33 jer 3.3 ima samo jedno decimalno mjesto). Neki
ucenici mozda nisu sigurni kako poravnati decimalna mjesta i mentalno usporediti vrijednosti, osobito kada zapisi
imaju razli¢ite duljine. Ovi odgovori ukazuju na krhko razumijevanje vrijednosti decimalnih mjesta, posebno u
razlikovanju desetinki, stotinki i tisucinki. Pogreske takoder mogu odrazavati nedostatak iskustva u usporedivanju
racionalnih brojeva u decimalnom zapisu bliskih vrijednosti, gdje intuitivne strategije ne funkcioniraju.

Koja vrsta podrske se moze pruziti ucenicima koja imaju teskoce pri rjeSavanju ovog zadatka?

Ucenike treba poticati da koriste tablice mjesnih vrijednosti kako bi usporedivali i poravnali decimale, znamenku
po znamenku. Nastavnici mogu pokazati strategije poput dopisivanja nula na kraju kako bi se izjednacio broj
decimala (npr. usporedivanje 3.300, 3.330, 3.303). Vizualna pomagala poput brojevnog pravca s oznakama
decimala, modela za dekadski sustav za decimale ili prikaza u mrezi mogu pomodi ucvrséivanju razumijevanja
veli¢ine. Isticanje vrijednosti nad izgledom (,,ViSe znamenki ne znaci veca vrijednost”) je klju¢no. Vjezbanje kroz
zadatke s razmisljanjem (,,Koji je vedi i zasto?“) i igre procjenjivanja koje ukljucuju novac, duljinu ili volumen mogu
pomoci u ucévrséivanju usporedbe brojeva u decimalnom zapisu u smislenim kontekstima.
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Zadatak 3.6: Odredivanje nedostajuceg pribrojnika u
jednadzbama s brojevima u decimalnom zapisu

Kljucna vjestina koja se provjerava ovim zadatkom

Ovim zadatkom procjenjuje se sposobnost ucenika da odrede nepoznati Odredi broj koji nedostaje

broj pri zbrajanju brojeva u decimalnom zapisu, primjenjujuci razumijevanje
mjesnih vrijednosti, strukture jednadzbi i inverznih ra¢unskih operacija. U

a) 1.8+ =53
oba dijela, u¢enicima je prikazan zbroj u kojem nedostaje jedan clan:
¢ U a.), moraju odrediti koji broj treba dodati broju 1.8 da bi se dobio broj
5.3. b) +051=2
¢ U b.), moraju odrediti koji broj treba dodati broju 0.51 da bi se dobio broj
2.

Ovo zahtijeva ili zakljucivanje oduzimanjem (npr., 5.3 — 1.8) ili konceptualno razumijevanje aditivnog odnosa.
Klju€na vjestina ovdje je sposobnost fleksibilne primjene osnovne algebarske strukture i raunanja s brojevima u
decimalnom zapisu.

Zasto je ova vjestina kljucna?

Odredivanje nepoznanica u numerickim izrazima temeljna je klju€na vjestina za povezivanje aritmetike i algebre.
Unutar DiToM teorijskog okvira, takvi se zadaci promatraju kao rano algebarsko zakljucivanje — ucenici moraju
tretirati jednadzbu kao cjelinu i razumjeti strukturnu ulogu nepoznanice. Nadalje, rad s decimalnim vrijednostima
jacCa tecnost ucCenika u radu s bazom deset i podrzava kasniji uspjeh u temama kao Sto su mjerenje, financije i
proporcionalno zakljucivanje. Sposobnost prijelaza izmedu poznatih i nepoznatih veli¢ina pomodu inverznih
racunskih operacija odrazava dublje razumijevanje racunskih operacija, prepoznajuéi znak jednakosti kao relaciju
ekvivalencije i doprinosi razvoju osjecéaja za jednadzbu.

Koje vrste pogresaka i drugih upozoravajuéih znakova se mogu ocekivati u rjeSenjima ovog zadatka?

Neki ucenici mogu pokusati pogoditi umjesto da primijene oduzimanje, posebno ako nisu sigurni kako rukovati s
decimalnim mjestima. Tipi¢na pogreska je nepravilno poravnavanje decimalnih znamenki (npr. tretiranje 1.8 kao
18 ili zaboravljanje poravnanja desetinki). U dijelu b) ucenici mogu pobrkati poloZaj nepoznanice i oduzeti 0.51
od 0 umjesto od 2. Drugi mogu rijesiti jednadzbu zbrajanjem umjesto oduzimanjem ili napisati logi¢ki netocan
rezultat koji numericki "odgovara", ali ne postuje decimalnu strukturu. Ove pogreske ukazuju na proceduralne
praznine, nesigurnost u radu s decimalnim brojevima ili nedostatak vjestina interpretacije jednadzbi.

Koja vrsta podrske se moze pruziti ucenicima koja imaju teSkoce pri rjeSavanju ovog zadatka?

Ucinkovita podrska ukljucuje vjezbanje rjeSavanja otvorenih numerickih izraza koristeéi brojevni pravac s
decimalnom podjelom, pravokutne modele ili modele balansiranja jednadzbi kako bi se vizualizirali odnosi, kao i
primjena inteligentnih strategija racunanja. Ucenici bi trebali biti poticani da zapisuju jednadzbe na drugi nacin,
koriste¢i oduzimanje kako bi izolirali nepoznanicu te da prvo procijene svoj rezultat kako bi razvili osjecaj za
smislenost rjeSenja. Vjezbe koje se fokusiraju na poravnavanje decimala i na razlaganje brojeva mogu pomodi u
izgradnji tecnosti u racunanju s racionalnim brojevima u decimalnom zapisu. Poticanje verbalnih objasnjenja
(,,Koji broj biste dodali broju 1.8 da biste dobili 5.3?“) jaca razmiSljanje i povezuje aritmetiku s algebarskom
strukturom.
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Zadatak 3.7: Oduzimanje i mnozenje brojeva u
decimalnom zapisu

Kljucna vjestina koja se provjerava ovim zadatkom

Ovim zadatkom procjenjuje se sposobnost ucenika da tocno izvrSavaju ||zragunaj:
racunske operacije s brojevima u decimalnom zapisu. U dijelu a) od njih se
trazi da izra¢unaju razliku brojeva 23.5 i 1.12. U dijelu b) moraju odrediti | a) 23.5—1.12 =
umnozak brojeva 6 i 2.5. Oba zadatka provjeravaju razumijevanje mjesnih

vrijednosti, operativnu fluentnost i preciznost u radu s brojevima u b) 6-25=

decimalnom zapisu — i pri poravnavanju i pri izraCunu. Zadatak odrazava
rutinske, ali bitne vjeStine u kontekstu decimalnog zapisa.

Zasto je ova vjestina kljucna?

Izvodenje osnovnih racunskih operacija s brojevima u decimalnom zapisu temeljna je matematicka vjestina, kako
je definirano u teorijskom okviru DiToM. To nije vazno samo za svakodnevnu numeri¢ku pismenost (npr. rukovanje
novcem, mjerenjima ili podacima), ve¢ takoder podrzava algebarske generalizacije i proporcionalno zakljucivanje.
Precizno racunanje s decimalnim brojevima temelj je mnogih matematickih podrucja, ukljucujuci geometriju,
statistiku i rjeSavanje problema u znanstvenim kontekstima. Sposobnost racunanja s decimalnim brojevima
odraZava duboku integraciju znanja o mjesnim vrijednostima, algoritamsku kontrolu i strategije procjene.

Koje vrste pogresaka i drugih upozoravajuéih znakova se mogu ocekivati u rjeSenjima ovog zadatka?

Uobicajene pogreske u dijelu a) ukljucuju nepravilno poravnavanje decimalnih mjesta (npr. tretiranje broja 23.5
kao 23.50, ali nepravilno poravnanje s 1.12), Sto dovodi do neto¢nog oduzimanja. Ucenici takoder mogu oduzimati
brojeve koji odgovaraju znamenkama s pogresnih mjesta ili potpuno zanemariti decimalnu tocku. Neki mogu
koristiti i neprimjerene strategije poput ponovljenog zbrajanja bez strukturne kontrole. Ove pogreske Cesto
ukazuju na slabo razumijevanje mjesnih vrijednosti, svojstava racunskih operacija ili pozicioniranja decimala.

Koja vrsta podrske se moze pruziti u¢enicima koja imaju teSkoce pri rjeSavanju ovog zadatka?

Podrska bi trebala ukljucivati strukturirano vjezbanje poravnanja mjesnih vrijednosti, posebno kod oduzimanja s
prijelazom. Nastavnici mogu koristiti papir s mrezom ili dijagrame mjesnih vrijednosti kako bi pomogli u¢enicima
pravilno poravnati znamenke. Strategije procjene (,Hoce li rezultat biti oko 22 ili 10?“) pomaZzu razviti osjecaj za
brojeve i osjecaj za vjerodostojnost. Za mnoZenje, koristenje modela povrsine ili prikaza pomocu blokova jedinica
moze podrzati konceptualno razumijevanje mnoZenja brojeva zapisanih u decimalnom obliku. Takoder je korisno
modelirati i standardne algoritme i strategije mentalnog racunanja (npr., 6-2.5=6-2+6:05=150r6- 2.5 =
(3-2)-25=3-(2- 2.5) =35 =15 (asocijatvnost mnozenja u skupu racionalnih brojeva)). Cesto verbalno
rasudivanje jac¢a razumijevanje kako se brojevi u decimalnom zapisu ponasaju pri izvodenju racunskih operacija.
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Zadaci 3.8 i 3.9.: Maksimiziranje vrijednosti razlomka
odabirom odgovarajuéeg brojnika ili nazivnika

Prikazano je 5 karata, a na svakoj je napisan broj. Prikazano je 5 karata, a na svakoj je napisan broj.
 rm e ——
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Odaberi odgovarajuéu kartu kako bi vrijednost razlomka bila najveéa. Odaberi odgovarajucu kartu kako bi vrijednost razlomka bila najveca.

(] 12
L [ ]
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Kljucna vjestina koja se provjerava ovim zadatkom

Ovim zadacima procjenjuje se sposobnost ucenika da razmisljaju o strukturi razlomaka i da primijene svoje
razumijevanje kako bi maksimizirali vrijednost razlomka odabirom najprikladnijeg broja iz skupa opcija. Ucenicima
se prikazuje nekoliko karata, od kojih svaka prikazuje razli¢iti broj, i trazi se da ubace jedan od njih u zadanu
strukturu razlomka na nacin da vrijednost dobivenog razlomka bude Sto vec¢a. Razlomaku obic¢no nedostaje ili
brojnik ili nazivnik, a u¢enici moraju odabrati broj koji ¢e uciniti vrijednost razlomka najve¢om. Ovakav zadatak
testira fleksibilno razmisljanje ucenika o omjerima i relativnoj velicini.

Zasto je ova vjestina kljucna?

Razumijevanje kako brojnik i nazivnik utjecu na vrijednost razlomka temeljna je ideja u u¢enju razlomaka. Unutar
DiToM teorijskog okvira, ova sposobnost odrazava dublje konceptualno razumijevanje vrijednosti razlomka i
njezine veli¢ine — kako povedanje brojnika ili smanjenje nazivnika utje€e na ukupnu vrijednost. Takoder podrzava
razvoj relacijskog razmisljanja, u kojem ucenici razmisljaju izvan povrsinskih znacajki i umjesto toga strukturno
razmatraju odnose izmedu brojeva. Ova saznanja klju€na su za kasniji rad s omjerima, proporcijama, skaliranjem
i algebarskim razmisljanjem.

Koje vrste pogresaka i drugih upozoravajucih znakova se mogu ocekivati u rjeSenjima ovih zadataka?

Uobicajena pogreska je odabrati najveci dostupni broj, bez obzira nalazi li se u brojniku ili nazivniku, zbog
pogresne pretpostavke da je ,vece bolje“. To ukazuje na proceduralnu ili povrsinsku strategiju bez strukturnog
razumijevanja. Drugi ucenici mogu jednostavno birati nasumicno ili brkati uloge brojnika i nazivnika, primjerice,
maksimizirajuci sam broj umjesto vrijednosti dobivenog razlomka. Ove pogreske ukazuju na krhko razumijevanje
ponasanja razlomaka i ograniceno iskustvo u usporedivanju razlomaka. Ucenici takoder mogu pogresno shvatiti
cilj (npr. pokusati se pribliZiti broju 1 umjesto maksimizirati vrijednost).

Koja vrsta podrske se moze pruziti ucenicima koja imaju teskoce pri rjeSavanju ovih zadataka?

Ucinkovita podrska ukljucuje prakticne aktivnosti s trakama za razlomke ili brojevnim pravcem, gdje ucenici
manipuliraju brojnicima i nazivnicima kako bi zamijetili kako se mijenja veli¢ina vrijednosti razlomka. Nastavnici
mogu prikazati usporedbe poput ,,3/4 naspram 3/5“ili ,4/7 naspram 5/7 kako bi uéenici istrazili kako brojnici ili
nazivnici utjecu na veli¢inu vrijednosti razlomka. Zadaci zasnovani na razgovoru — , Koji ima vecu vrijednost i
zasto?“ — poticu dublje razmisljanje. Vizualiziranje razlomaka na zajednickom brojevnom pravcu ili koristenje
softvera koji dinamicki prikazuje veli¢inu vrijednosti razlomka takoder moze pomodi ucenicima da shvate ove
odnose. S vremenom, vodenje ucenika prema generalizacijama (,,Manji nazivnik ¢ini vrijednost razlomka ve¢om
ako je brojnik fiksan“) podrzava prijenos znanja i apstrakciju.
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VI. Znanstvena evaluacija

DiToM Probirni test 6+ razvijen je na teorijskoj osnovi i testiran kao dio nereprezentativne validacijske studije.
Rezultati navedeni u nastavku sluZe za identifikaciju u€enika koji su potencijalno u riziku zbog nedostatka klju¢nih
matematickih vjestina potrebnih za daljnje ucenje matematike u skoli. Test omogucuje nastavnicima da na kraju
6. razreda i na pocetku 7. razreda provedu empirijski utemeljenu procjenu uspjesnosti u€enika i identificiraju one
ucenike C¢iji rezultati ukazuju na potrebu odgovarajuce rane podrske.

Opis uzorka i glavni rezultati

Test je proveden od lipnja do srpnja 2025. godine tijekom posljednja 3 tjedna 2024./2025. skolske godine na
uzorku od 1841 uéenika iz $kola u Grékoj, Njemackoj, Francuskoj, Spanjolskoj, Italiji, Hrvatskoj i Svedskoj.

Test se sastoji od sljededih dijelova: Osnovne aritmeticke vjestine s 8 zadataka, Proporcionalnost s 3 zadatka,
Tehnicko racunanje s 12 zadataka. Ako je zadatak bio tocno rijeSen, dodjeljivao se 1 bod; ako je rjeSenje bilo
netocno, nepotpuno ili nedostajalo, dodjeljivalo se 0 bodova. Test je proveden prema standardiziranim kriterijima
(vidi IV. Implementacija DiToM testa) i evaluiran. Bududi da je test dizajniran kao probirni test koji identificira
ucenike koji su potencijalno u riziku, ocekivalo se i Zeljelo da efekt plafona bude jako izraZzen (tj. nije se ocekivala
normalna distribucija, ve¢ negativna asimetrija, tj. asimetrija ulijevo). To je potvrdeno probnim testiranjem.

Za primjenu testa u praksi, odredena su dva praga koja razlikuju ucenike potencijalno u riziku, ucenike koje bi
trebalo i dalje promatrati i ucenike koji potencijalno nisu u riziku. Odredivanje pragova temeljeno je na podacima
dobivenim pomocu analize latentnih klasa s tri jasno razgrani¢ene klase. Klase se ne preklapaju i monotone su.
Posteriorne vjerojatnosti (vjerojatnosti ,,a posteriori“) dodjele klasa prikazane su u odnosu na bodovni rezultat,
zagladene i koriStene za odredivanje kriticnih pragova za donosenje odluka na osnovu tocaka njihova presjeka
(vidi Slika 1). Za odredivanje pragova koristene su tocke presjeka dobivenih krivulja (posteriorna vjerojatnost p =
0,5).
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Analiza klasa pokazuje tri jasno razgranicene klase, koje se tumace na sljedeci nacin:
K1-> ucenici s losim postignuéem na probirnom testu,

K2-> ucenici s prili¢no slabim postignu¢em na probirnom testu,

K3-> ucenici s neupadljivim postignuéem na probirnom testu.

Za odredivanje kriticnog broja bodova odabran je prag za koji je vjerojatnost pripadnosti klasi s losim rezultatima
na testu 50%. Prvi prag je stoga 8 bodova. UCenici koji su postigli 8 bodova ili manje trebaju podrsku u
savladavanju osnova kako bi mogli pratiti sadrzaj iz matematike koji slijedi u nadolazeéim nastavnim satima. Drugi
prag je 16 bodova. Ucenike koji su postigli rezultat izmedu 9 i 16 bodova treba pratiti na nastavi matematike
tijekom nekoliko sljedeéih tjedana kako bi se utvrdilo razumiju li obradeni sadrzaj i mogu li ga samostalno
primijeniti.
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VII. List za procjenu

Sljededa ljestvica daje inicijalne pokazatelje oCekivanih vjestina s kojima ucenici stjeCu
bodove u navedenim rasponima: 0-8 bodova, 9-16 bodova i 17-23 bodova.

Bodovi
Ova skupina ne odskace od ocekivanih ostvarenih preduvjeta za daljnje
ucenje matematike u Skoli.
23 —
C: Uz Ai B, ucenici Cesto mogu...
22 —

... odabrati razlomak koji odgovara osjencanom dijelu kruga, mnoziti prirodne brojeve,
21 — prikazati broj zapisan u decimalnom obliku ili u obliku razlomka na brojevnom pravcu,
usporediti brojeve dane u decimalnom zapisu, maksimizirati vrijednosti razlomka

20 — odabirom odgovarajuceg brojnika ili nazivnika, oduzimati brojeve u decimalnom
zapisu.
19 —
Ucenici rijetko mogu...
...dijeliti s prirodnim brojevima i brojevima zapisanima u decimalnom zapisu ili u obliku
17 — razlomka i prikazati racionalne brojeve na brojevnom pravcu pri sloZenijim prikazima.
16
15 — Ovu skupinu treba pomnije pratiti u nadolazeéim tjednima kako bi se vidjelo
mogu li samostalno razumjeti i primijeniti nadolazeée sadrzaje.
14 —
13 — B: Uz A, ucenici ¢esto mogu...
12 ...dijeliti prirodne brojeve, uoditi pravilo u brojevnim obrascima i nastaviti ih, odrediti
nedostajuci pribrojnik u jednadzbama s brojevima u decimalnom zapisu, osjencati
11 zadani dio pravokutnika i mnoziti prirodne brojeve.
1 Ucenici rijetko mogu...
...mnoZiti brojeve u decimalnom zapisu i izjednaciti kolicine.

— Ova je skupina rizicna u pogledu ostvarenih preduvjeta za daljnje u¢enje
matematike u Skoli i trebala bi Sto prije dobiti posebnu podrsku.

I A: Ucenici Cesto mogu...

...prikazati ekvivalentne razlomke, maksimizirati vrijednosti razlomka odabirom
odgovarajuceg brojnika, ocitati broj u decimalnom zapisu s toplomjera, primijeniti
redoslijed izvodenja racunskih operacija, usporediti vrijednost nepravog razlomka s
prirodnim brojem i interpretirati ekvivalentne razlomke.

S L " LU = Y BN « « B '« (R =

Ucenici rijetko mogu...

=

...primijeniti proporcionalno zakljucivanje s koli¢inama i cijenama i prevesti
tekstualni zadatak u matematickog zapis
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